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1 Uvod

Svazem v této praci se budeme zabyvat svazy jako matematickymi strukturami.
Na svaz se da divat z vice pohledt. Muzeme ho definovat jako algebraickou struk-
turu nebo také ¢asteéné usporadanou mnozinu, ktera spliuje urcité vlastnosti.
Podivame se na svazy obéma sméry a ukaZeme si spojitost obou definici. Déale si
fekneme, co jsou svazy semimodularni, modularni a distributivni a definujeme
vlastnosti, ve kterych se jednotlivé druhy svazi odlisuji.

2 Svaz jako c¢astec¢né usporadanid mnozina

2.1 Castecné usporadana mnozZina

Cdstecné usporddand mnozina® formalizuje uspofadani (uréeni pofadi nékterych
prvkd) na mnozing. Sestavé se z mnoZiny a binarni relace popisujici usporadant
jednotlivych dvojic prvki (ne nutné vsech). Definujme si ji formalné.

Cdstecné uspordddni je binarni relace < na mnoziné P, ktera je

e reflexivni, tedy plati, Ze pro kazdé a,b,c € P plati a < a,
e tranzitivni, tzn. a < b a zarovén b < ¢, pak plati a < ¢,
e antisymetricka, tedy pokud a < b a b < a, pak plati a = b.

Cdstecné usporddanou mnoZinou uvazujeme dvojici (P, <), tedy mnoZinu a ¢4s-
te¢né usporadani na na ni definované.

Jako priklad ¢asteéné usporddanych mnozin miZeme uvést mnozinu pod-
mnozin dané mnoziny s relaci inkluze, mnozinu pfirozenych ¢isel s relaci déli-
telnosti nebo také mnozinu redlnych ¢isel s relaci mensi nebo rovno <.

2.2 Hasseuv diagram

Hassetiv diagram, pojmenovany po némeckém matematikovi Helmutu Hasseovi,
je vyuzivan pro znazorfieni relace usporadani na mnoziné. Jde o orientovany
graf, kde vrcholy odpovidaji jednotlivym prvkam ¢asteéné usporddané mnoziny
a hrany znazornuji jednotlivé prvky relace. Je-li napf. na mnoziné P definované
relace <, jejiz prvkem je dvojice (a,b) €<, pak hasseiiv diagram bude obsahovat
vrcholy a, b a hranu vedouci z vrcholu a do vrcholu b. Na obrazku 1 vidime
piiklad Hasseova diagramu znéazoriiujiciho potenéni mnozinu 2% mnoziny X =
{z,y, 2} usporfadanou relaci inkluze.

L Anglicky "partially ordered set", casto uvadena pod zkratkou "poset".



Obr. 1: Hassetv diagram ¢aste¢né usporadané mnoziny (2{’”4"2}7 Q).

Casto kreslime Hasseovy diagramy zptisobem, kde mensi prvek vzhledem k
usporadani a je zakreslen nize nez v&tsi prvek b (prvek a je pokryt prvkem b).
Proto 8ipky u hran ¢asto vynechavame, jejich smér je implicitné urcen zptisobem
umistovani vrchola (pFedpoklada se, Ze Sipky sméfuji nahoru).

2.3 Svaz

Predpokladejme, Ze v usporadané mnoziné (L, <) existuji prvky z,y takoveé,
7ze x < y. Potom prvku z fikdme dolni zdvora (angl. lower bound) prvku y
a analogicky prvku y horni zdvora (upper bound) prvku x. Déle si definujme
pojmy supremum a infimum.

Supremum mnoziny X je nejmensi ze spoleé¢nych hornich zavor vSech prvku
mnoziny X. Napf. usporfdadand mnozina znézornéna na obr. 1 mé supremum
a to prvek {z,y, z}. Pokud bychom uvazovali nap¥. mnozinu {{z},{z,2}} pfi
stejném uspofadani, jaké je znazornéno na obr. 1, pak by jeji supremum byl
prvek {x, z}. A napiiklad mnozina {{z}, {y}} supremum nema, jeji prvky nejsou
porovnatelné a tudiz nemaji zddnou spole¢nou horni zavoru.

Analogicky infimem mnoZiny X je nejvétsi ze spole¢nych dolnich zavor vSech
prvkd mnoziny X. Napf. infimum potenéni mnoziny 2{%%:2} 7 obr. 1 je prazdna
mnozina.

Nyni zndme vSechny pojmy k tomu, abychom si mohli definovat svaz jako
Castecné usporadanou mnozinu.

Céstecnd usporadans mnozina (L, <) je svazem (angl. lattice), pokud v ni
existuje supremum i infimum. Casto se pro zjednoduSeni zapisu hovofi o svazu
L (stejny nazev jako nazev nosné mnoziny) namisto spravného (L, <).



3 Svaz jako algebraicka struktura

Jak jsme se jiz tekli na zaCatku, svaz je mozné definovat jako algebraickou
strukturu, pfesnéji jako mnozinu se dvémi binarnimi operacemi. Jde o operace
A prisek (angl. meet) a operaci V spojeni (join).

Pfedpokladejme, Ze struktura £ = (L,A,V) je svazem, pak pro vechny
prvky a,b, c € L plati

e komutativita —aVb=bVa ataké a Ab=1>bAa,
e asociativita — (a V) Ac=aV (bAc), (aAb)Ve=aAn (bVe),
e absorbce —aV (bAa)=a,aA(bVa)=a.

Z téchto vlastnosti dale vyplyva

e idempotence —aVa=a,aANa=a.

3.1 Spojitost obou definici svazu

Svaz definovany algebraickou strukturou lze snadno vyjadrit uspofddanou mno-
zinou. Relaci ¢asteéného usporadani < vyjadiime pomoci operaci A a V.

Mégjme svaz L = (L, A, V). Castetné usporadani < na mnoziné L, miZeme
definovat takto:

e r <, y tehdy a jen tehdy, pokud z V y = y nebo ekvivalentné
e z <, y tehdy a jen tehdy, pokud x Ay = .

Muzeme si to ukizat opét na prikladu.

Piiklad 3.1.1: Mé&jme svaz £1 = (L, <), kde L = 2{#:%:2} a operace ¢astecného
usporadani < odpovidd mnozinové inkluzi C. Daéle svaz Lo = (L, A, V), kde
operace pruseku a spojeni odpovidaji mnozinovému priniku N a sjednoceni U.
Potom je L5 ekvivalentni s £1. Da se ukézat, Ze vezmeme-li dva libovolné prvky
a,b € L, pak plati, Ze jsou-li v relaci a C b, pak také plati, ze aVb =ba aAb = a.

Napf. zvolme a = {z},b = {z, z}. Prvky a,b jsou v relaci < (protoze a je
podmnozinou b) a zaroven také plati, ze {a}U{a, b} = {a,b} a {a}N{a,b} = {a}.

4 Podsvazy a morfismy svazi

V dalsich kapitolach budeme pouzivat terminy jako podsvaz €i izomorfismus.
Proto si je nejdfive nadefinujme.

Def. Necht £ = (L, A,V) je svaz a L' neprazdnd podmnozina jeho nosné
mnoziny L. Pak L' nazyvame podsvazem svazu L, plati-li, Ze mnozina L’ je uza-
viena vzhledem ke svazovym operacim A a V, tedy pro kazdé a,b € L’ plati
aNbe Ll aavbelL'.



Priklady. Kazda jednoprvkova podmnozina svazu je jeho podsvazem (diky
idempotenci je takovato mnoZina uzaviena vic¢i oboum operacim), kazdy svaz
je svym podsvazem (protoze kazda mnoZzina je sama sobé podmnozZinou).

Def. Mé&jme svazy G a H a zobrazeni f : G — H. Pak f je svazovy homo-
morfismus, jestlize pro kazdé a,b € G plati

flangb) = fla) Am f(b)
flaVgb) = f(a) Vi f(b)

Je-li f bijektivni homomorfismus, pak fikame, ze f je izomorfismus.

Piiklad 4.1: M&jme X = {1,2,3,4,6,12} s uspofadanim dé&litelnosti, Y s uspo-
fadanim mnozinové inkluze C, Y = {¢,{2},{3},{2,3},{1,2},{1,2,3}}. Pak
svazy X a Y jsou izomorfni, sta¢i definovat

f() =6,£(2) = {2}, f(3) = {3}, f(4) = {1,2}, f(6) = {2,3}, F(12) = {1,2,3}.

5 Klasifikace svazu

5.1 Komplementarni svazy

Svazu L fikdme ohraniceny, pokud v ném existuje nejmensi prvek 0 € L, nejveétsi
prvek 1 € L.

Mgjme svaz £ = (L, A, V). Jestlize je £ ohrani¢ena svaz a pro kazdé x € L
existuje T € L s vlastnosti

cANx=0,xVT =1,

pak svaz £ nazyvame komplementdrni. Prvek T se nazyva doplitkem (kom-
plementem) prvku zx.

Piiklad 5.1.1. Uvazujme mnozinu X = {1,2,3,4,6,12} s uspofadanim déli-
telnosti. Hassetv diagram znazornujici svaz X je zobrazen na obrazku 2. Prvek
2 nemé komplement: jedinym kandidatem je prvek 3, nebot chceme, aby platilo
2A2=1, aviak 2V 2 = 6, zatimco pozadujeme 2V 2 = 12.
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Obr. 2: Svaz, ktery neni komplementarni.

5.2 Modularni svazy

Svaz L je moduldrni, jestlize spliuje zakon modularity. Tedy pro v8echny z,y, z €
L takové, ze x < z plati:

xV(yAz)=(xVy Az

Na obrazku 3 a) vidime tzv. pentagonalni svaz, oznacujeme jej N5. Jde o
nejmensi svaz, ktery neni modularni. Existuje tzv. Dedekindovo kritérium mo-
dularity svazu, které fika, Ze svaz je modulérni tehdy a jen tehdy, neobsahuje-li
zadny podsvaz, ktery je izomorfni s pentagonalnim svazem.

(a) (b)

Obr. 3: (a) Pentagonélni svaz N5, (b) diamantovy svaz M3.

Priklad 5.2.1: Svaz, ktery neni modularni. M&me mnozinu X = {1,2,3,4,12}
s uspofadanim délitelnosti., jak je zfejmé z Hasseova diagramu na obrazku 4.
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Obr. 4: Hassetiv diagram svazu z piikladu 5.4.1
Ziejmé 2 < 4 a pritom
2V(BAd)=2Vv1=2 (2V3)A4d=12Nn4=4.

Tedy svaz X neni modularni. Vidime také, Ze je izomorfni s pentagonalnim
svazem z obrazku 3 a), tedy podle Dedekindova kritéria byt modularni nesmi.

5.3 Semimodularni svazy

Svaz L je semimoduldrni, jestlize pro kazdé a,b € L plati
aANb<a=b<aVb.

Svaz L je spodné moduldrni (lower modular), jestlize pro kazdé a,b € L plati
b<aVvb=aAb<a.

Koneény svaz je moduldrni tehdy a jen tehdy, pokud je semimodularni a
zarovenh spodné semimodularni. Tedy plati-li obé vySe zminéné implikace sou-
Casné:

aANb<b&sb<aVb

5.4 Distributivni svazy

Obé operace distributivniho svazu £ = (L, A, V) se vynacuji tim, Ze spliuji
zékony distributivity. Pro kazdé a, b, c € L plati:

aN(bVe)=(aAnb)V(aNc)

aV(bAce)=(aVb)A(aVc)



Priklady distributivnich svazt. Distributivnim svazem je napiiklad kazda
booleova algebra, ¢ uplné usporddand mnoZina s operaci minimalniho prvku
jako prusek a maximalniho prvku jako spojeni.

Véta 5.4.1. Kazdy distributivni svaz je nutné také modulérni.

Diikaz. Méjme distributivni svaz (L, V, A). Necht x,y, z € L a plati, ze z < z.
Pak 2V (y A z) = (xVy) A (zV z) (distributivni zdkon) a protoze plati z < z,
pak z V z = z. Plati tedy

zV(yAz)=(@Vy A(xVz)=(xVy) Az,
coz je podminka modularity.

Tvrzeni, ze modularni svaz je distributivni vSak plati, jen pokud dany modu-
larni svaz splituje urcité podminky. Nejprve se podivejme na obrazek 3b). Jde o
nejmensi svaz, ktery neni distributivni. Rikdme mu diamantovy svaz a znacime
jej M3. Podle tzv. Birkhoffova kritéria plati, ze modularni svaz je distributivni
tehdy a pouze tehdy, pokud neobsahuje zadny podsvaz isomorfni s diamanto-
vym podsvazem.

Véta 5.4.2: Je-li L distributivni svaz, pak kazdy prvek x € L méa nejvyse
jeden komplement.

Priklad 5.4.1: Moduléarni svaz, ktery neni distributivni. Nasledujici svaz je
diamantovym svazem. Polozme L = {1,2,3,5,30} a zvolme usporadani délitel-
nosti, jak ukazuje Hassetv diagram.

30

Pak svaz L je komplementarni s nejmensim prvkem 1, nejvétsim prvkem 30.
Prvek 2 mé dva komplementy — 3 a 5.

2AN3=2AN5=1,2Vv3=2V5=230.

Ma-li prvek 2 komplementy, pak se podle véty 5.4.2 nejedna o distributivni
svaz. Snadno ovéiime, zda plati distributivni zakon aV (bAc) = (aVb)A(aVe):

2V (3AB)=2V1=2



(2V3)A(2V5) =30A30=30

vvvvv

modularni. Pro x = z je podminka modularity splnéna trivialné. Je-li pro z, z €
L z < z, pak bud x se musi rovnat 1 nebo z se musi rovnat 30 (jiné moZznosti
porovnani v tomto svazu nejsou). Je-li x = 1, pak plati

xV(yANz)=1V(yAz)=yAz=(1VyAz=(zVy) Az
Je-li z = 30, pak
eV(yAz)=zV(yA30)=xzVy=(xVy) A30=(xVy) Az

Podminka modularity je tedy splnéna.
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